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Введение
Компьютерное моделирование позволяет 

заменить экспериментальное исследование фи-
зического явления вычислительным процессом 
– экспериментом и является одним из методов 
исследования сложных систем, в частности, те-
ории пластин и оболочек. При этом в основе 
компьютерной модели, как правило, лежат мате-
матические уравнения и системы уравнений. Ос-
новные подходы при получении определяющих 
соотношений модели: аналитический подход на 
базе распространенных систем компьютерной 
программы на основе численных исследований. 
Следовательно, актуальным является сопоставле-
ние результатов таких исследований. Совместное 
использование аналитического и численного под-
хода позволяет рассмотреть объект с разных сто-
рон, используя разные гипотезы, сформировать 
область допустимых решений.

Многослойные элементы конструкций ши-

роко применяются в авиа- и судостроении, кос-
мической промышленности, гражданском стро-
ительстве, радиоэлектронике и других отраслях 
промышленности. Поэтому актуальной является 
проблема разработки эффективных методов рас-
чета напряженно-деформированного состояния 
многослойных элементов конструкций на основе 
обобщения классических теорий с применением 
уточненных моделей, отражающих действитель-
ную работу современных композиционных мате-
риалов [1, 4, 5, 8-10].

В настоящей работе на основе уточненной мо-
дели многослойной пластины и варианта уравне-
ний изгиба многослойных ортотропных пластин 
произвольного строения с неоднородными на-
ружными слоями и линейно-упругим материа-
лом заполнителя построена компьютерная мо-
дель на базе пакета программ Фортран.

Предложена двумерная конечно-разностная 
модель многослойной пластины, на основе ко-
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мации нормали, ортотропию слоев, асимметрию структуры. Общий порядок системы равен 12. Неиз-
вестными являются три функции координатной поверхности: функция усилий, прогиба и сдвига. Краевые 
условия для различных случаев закрепления кромок пластины получены из контурного интеграла вариаци-
онного уравнения. Дискретизация системы разрешающих уравнений и соответствующие им контурные 
условия для компьютерного моделирования изгиба прямоугольной многослойной пластины произведена 
методом конечных разностей. По предложенной численной методике на основе двумерной модели про-
ведено компьютерное моделирование задачи изгиба трехслойных шарнирно-опертых симметричных по 
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торой получены численные оценки параметров 
НДС многослойной конструкции. На примере 
задачи поперечного изгиба многослойной пря-
моугольной пластины проводится сравнение по-
лученных моделей с известными работами 

Методы и материалы исследования
Аналитическая модель
Рассмотрим прямоугольную в плане со сторо-

нами a1 и a2 (рисунок 1) многослойную пластину с 
ортотропными слоями и толщиной H = d1 + d2, со-
стоящей из произвольного количества ортотроп-
ных слоев. Пластину отнесем к ортогональной 
системе координат x1,  x2,  x3 = z. Оси x1 и x2 лежат 
на координатной плоскости и направления их 
совпадают с осями ортотропии слоев. Коорди-
натную плоскость расположим произвольно по 
высоте сечения пластины. Расстояние от коорди-
натной плоскости до нижней и верхней поверх-
ности пластины обозначим соответственно через 
d1 и d2. Нумерацию слоев производим от нижней 
поверхности пластины (рисунок 2). Общее коли-
чество слоев обозначим через n, тогда принимает 
k = 1, 2, 3, …, n, где k – номер произвольного слоя. 
Cлой, в котором расположена координатная по-
верхность, обозначим через m. Все слои пластины 
в совокупности по толщине образуют пакет слоев.

В общем случае предположим, что структу-
ру пакета образуют слои различной толщины и 
жесткости, физико-механические характеристики 
которых постоянны по их толщине. Количество и 
порядок расположения слоев произвольны.

Считаем, что на границе при переходе от слоя 
к слою выполняются условия:

- статические
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что соответствует работе их слоев без проскальзы-
вания и отрыва.

Пусть на верхней площадке пластины дей-
ствует нормальная нагрузка q(x1, x2), изменяюща-
яся по произвольному закону, положительное 
направление которой совпадает с направлением 
нормальной оси x3 = z.

В основу аналитической уточненной модели 
напряженно-деформированного состояния мно-
гослойной пластины положена следующая систе-
ма гипотез:
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где W и | – искомые функции прогиба и сдвига 
координатной поверхности, для которой коорди-
ната z = 0. Gi

k
3  – модуль сдвига k-го слоя пластины, 

остальные компоненты – есть функции распреде-
ления, зависящие от поперечной координаты z.

Приведенные выражения получены на основе 
гипотез, предложенных А.Ш. Боженовым, путем 
их существенного упрощения из-за допущений, 
которые позволили пренебречь рядом факторов, 
несущественно влияющих на напряженно-дефор-
мированное состояние (НДС) пластин.

На основе принятых гипотез строится линей-
ная геометрическая модель многослойной пла-
стины и устанавливается связь между напряжени-
ями и деформациями [1, 3].

Построенная модель является двумерной, но 
описывает трехмерный закон изменения НДС 
многослойных пластин.

Рисунок 1 – Расчетная схема пластины
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Из вариационного принципа Лагранжа вы-
ведены уравнения изгиба многослойных пластин 
несимметричной структуры по толщине с орто-
тропными слоями и соответствующие им гра-
ничные условия в усилиях. В результате получена 
система трех уравнений 12-го порядка, которая 
описывает изгиб многослойной пластины [1, 3, 4].
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Система учитывает поперечный сдвиг и давле-
ние слоев. Неизвестными являются три функции 
координатной поверхности: функция усилий, 
прогиба и сдвига. Уравнения (4) содержат диф-
ференциальные операторы 4-го и 2-го порядков, 
которые определяются по (5) с коэффициентами, 
соответственно ( , , ),A j 1 2 3*

j =  ( , ),B i 1 2*
i =  завися-

щими от жесткостей многослойной пластины.
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Для разных значений f и g коэффициенты 
операторов принимают различные значения.

Граничные условия делятся на две группы [1, 
2].

Разработана прикладная методика численно-
го исследования напряженно-деформированного 
состояния многослойных пластин на основе мето-
да сеток [2, 3-5].

Полученные уравнения изгиба многослойных 
ортотропных пластин несимметричной структу-
ры по толщине в смешанной форме (4) и соответ-
ствующие им контурные условия представлены 
в конечно-разностной форме для произвольного 
узла прямоугольной сетки (рисунок 2).

Структурное формирование основных ма-
триц метода конечных разностей.

Исследуемая прямоугольная пластина покры-
вается прямоугольной сеткой (рисунок 2). Систе-
ма разрешающих уравнений (4) записывается для 
всех внутриконтурных узлов прямоугольной се-
точной области пластины, в результате получает-
ся система линейных алгебраических уравнений 
относительно дискретных значений неизвестных 
функций z, W, |.

Первое уравнение для точки i в конечных раз-
ностях примет вид:
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где , , ( ... )t 1 6t t t
1 1 1a b c =  – коэффициенты соответ-

ственно при функциях усилий, прогиба и сдвига 
и определяются следующими соотношениями:
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Аналогично получим выражение в конечных 
разностях для второго и третьего уравнений из (4). 
Порядок алгебраических уравнений равен 3N, где 
N – количество внутренних узлов. Величина N за-
висит от числа делений S сторон пластины шага-
ми принятой сетки и определяется выражением

 ( ) .N S 1 2= -  (8) 

Система алгебраических уравнений (6) может 
быть представлена в матричной форме в следую-
щем виде:

 ,AX Q=v v  (9) 

где A – квадратная матрица, имеющая общую 
размерность 3N, ее элементами являются пере-
менные коэффициенты , , ( , ; ... )j t1 3 1 6t

j
t
j

t
ja b c = = , 

которые вычисляются по формулам (7).
Xv  – вектор искомых значений функций уси-

лий, прогиба и сдвига во внутриконтурных узлах 
сеточной области; Qv  – вектор грузовых членов, 
зависящий от характера и величины внешней 
нагрузки.

При делении сторон пластины на S равных 
частей матрицу A можно представить из девяти 
блоков. Каждый блок является квадратной под-
матрицей. Порядок их одинаков и равен S - 1.

Рисунок 2 – Локальная сетка
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Блоки 1, 4, 7 в верхней строке составлены из 
коэффициентов , , ( )t 1 6t t t

1 1 1 'a b c =  первого урав-
нения (4) и (6) соответственно при искомых значе-
ниях функции усилий, прогиба и сдвига.

Аналогично составлены блоки 2, 5, 8 из ко-
эффициентов , , ( )t 1 6t t t

2 2 2 'a b c =  второго урав-
нения из (4) и блоки 3, 6, 9 – из коэффициентов 

, , ( )t 1 6t t t
3 3 3 'a b c =  третьего уравнения из (4).

Все девять блоков имеют идентичную структу-
ру расположения элементов. Поэтому подробно-
рассмотрим один из них, например первый блок 
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Вектор Xv  в выражении (9) представлен в виде:
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Здесь zi, Wi, |i (i = 1... N) – искомые значения со-
ответственно функций усилий, прогиба и сдвига, 
определяемые в i-й узловой точке сеточной обла-
сти, аппроксимирующую поверхность пластины.

Вектор внешней нагрузки:
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где Q0
v  – нулевой вектор размерности N; Qq

v  – век-

тор узловой нагрузки размерности N. Он имеет 
вид:
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Здесь qi (i = 1... N) – значение внешней нагрузки 
в i-й сеточной точке.

Для формирования общей матрицы A необхо-
димо предварительно сформировать ряд проме-
жуточных матриц [2, 3-5]:

- матрицу жесткостных характеристик – Д,
- матрицу граничных условий,
- сжатые матрицы коэффициентов разреша-

ющей системы уравнений.
Матрица жесткостных характеристик пред-

ставляет собой матрицу размерностью 12х3. Фор-
мирование ее производится по разработанной 
программе VFGMO.

На основе метода конечных разностей разра-
ботан общий алгоритм численного расчета НДС 
многослойной пластины с ортотропными слоями 
несимметричной структуры по толщине, вклю-
чающий следующие основные вычислительные 
модули:

- расчет приведенных жесткостных характери-
стик многослойной пластины;

- формирование и решение системы разреша-
ющих уравнений равновесия;

- расчет напряженно-деформированного со-
стояния многослойной ортотропной пластины.

Представленный алгоритм реализован на 
ПЭВМ в виде пакета программ, написанных на 
языке Фортран. Для основных подпрограмм из-
ложена краткая характеристика [2, 3, 4].

Заключение
Разработанная численная методика расчё-

та изгиба многослойных ортотропных пластин 
произвольной структуры по толщине и методика 
компьютерного моделирования, основанная на 
МКР, реализована на ПЭВМ, обладает высокой 
степенью универсальности и позволяет решать 
широкий круг задач при варьировании различ-
ных краевых условий, геометрических размеров 
пластины в плане внешней нагрузки, толщин 
слоёв, их упругих характеристик и учёта тех или 
иных факторов высшего порядка.

В настоящей работе на основе двумерной мо-
дели [1, 2-5]: по предложенной численной мето-
дике проведено компьютерное моделирование 
задачи изгиба трехслойных шарнирно-опертых 
симметричных по толщине квадратных пластин с 
ортотропными слоями из углепластика в широ-
ком диапазоне изменения h/a:

; ; , ;
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, ; ; , ; , .

E E E E G G E

V V V V V V

G E V V h h h h h

25 0 5

0 25 0 01

0 2 0 0 5 0 25

1 2 2 3 12 13 2

12 23 13 32 21 31

23 2 23 13 3 1 2

= = = =

= = = = = =

= = = = = =

Рисунок 3 – Структура матрицы R1
1 при S = 6
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h/a
Классическая теория Точное решение Решение в тригонометрических рядах МКР

10–7w, м 10–7w, м
22

11

v
v , мПа 10–7w, м

22

11

v
v , мПа 10–7w, м

22

11

v
v , мПа

1/20 690,00 820,41 123,48
217,20

821,51 123,48
217,44

840,56 118,23
209,08

1/10 43,12 73,70 10,40
55,90

73,93 40,26
56,22

75,85 38,46
53,95

1/5 2,70 - - 9,25 15,01
16,59

9,56 14,85
15,26

1/4 1,10 4,96 10,61
11,52

5,00 10,96
11,97

5,21 10,19
11,48

1/2 0,07 0,81 3,34
5,55

0,80 3,39
5,57

0,85 3,28
5,39  

В таблице представлены значения прогибов и 
растягивающих напряжений (v11 – в наружном во-
локне нижнего слоя, v22 – на границе внешнего и 
внутреннего слоев и принадлежит наружной фи-
бре нижнего слоя) в центре пластины, сопоставле-
ны результатами известных решений.

Сопоставление полученных результатов по 
предложенной численной методике с трехмер-
ным решением во всем диапазоне рассматривае-
мых параметров a/h показывает достаточную точ-
ность. Классическая теория для рассматриваемых 
задач не применима.
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Көпқабатты тікбұрышты табақшалардың иілуін сандық әдіс арқылы компьютерлік модельдеу
1*КАСИМОВ Абай Тусупбекұлы, т.ғ.к., доцент, kasimov5301@mail.ru,
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1ЖОЛМАҒАМБЕТОВ Сырлыбек Рысбекович, т.ғ.к., syrlybekzh@mail.ru,
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1«Әбілқас Сағынов атындағы Қарағанды техникалық университеті» КеАҚ, Қазақстан, Қарағанды,  
Н. Назарбаев даңғылы, 56,
2«Е.А. Бөкетов атындағы Қарағанды университеті» КеАҚ, Қазақстан, Қарағанды, Университет көшесі, 28,
*автор-корреспондент.

Аңдатпа. Көпқабатты табақшалардың иілуін компьютерлік сандық модельдеу және талдау, қабатты пла-
стиналардың дәлірек теориясының бір варианттарының дифференциалды теңдеулері негізінде жүргізіледі, 
онда көлденең ығысу, бір-біріне қабаттардың қысымы, нормаль деформациясы, қабаттардың ортотропи-
ясы, құрылымның асимметриясы ескеріледі. Жүйенің жалпы дәрежесі 12-ге тең. Координаттық беттің үш 
функциясы белгісіз: күш, жылжу және ығысу функциясы. Пластина жиектерін бекітудің әртүрлі жағдайла-
ры үшін, шекті жағдайлар вариациялық теңдеудің контурлық интегралынан алынған. Көпқабатты табақ-
шалардың иілуін компьютерлік модельдеуді атқару үшін, қолданылатын шешім беретін теңдеулер жүйесін 
дискретизациялау және оларға сәйкес контурлық жағдайлар, шеткі айырма әдісіарқылы жасалған. Екі өл-
шемді модельге негізделе, ұсынылған сандық әдістеме арқылы кеңейтілген диапазонында, шеттері шарнирлі 
бекітілген, қалыңдық қабаттары симметриялы, ортотропты көміртекті талшықтардан тұрған, үш қа-
батты квадрат табақшалардың иілу есептеріне, компьютерлік модельдеу жүргізілді.

Кілт сөздер: қабат, пластина, кернеулі-деформацияланған күй, дифференциалды теңдеулер, нақтыланған 
теория, көлденең ығысу, қысым, деформация, нормаль.

Computer Simulation of Bending of a Rectangular Multi-Layered Plate Using a Numerical Approach
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Abstract. Computer simulation of the bending of a rectangular multilayer plate using a numerical approach is carried 
out on the basis of differential equations of a variant of the refined theory of multilayer plates, which take into account: 
transverse shear, pressure of layers against each other, normal deformations, layer orthotropy, asymmetry of the struc-
ture. The general order of the system is 12. Three functions of the coordinate surface are unknown: the function of effort, 
deflection, and shear. The boundary conditions for various cases of fixing the edges of the plate are obtained from the 
contour integral of the variational equation. Discretization of the system of resolving equations and the corresponding 
contour conditions for a computer simulation of the bending of a rectangular multilayer plate was performed by the finite 
difference method. According to the proposed numerical technique on the basis of a two-dimensional model, computer 
simulation of the problem of bending three-layer articulated support symmetrical in thickness square plates with ortho-
tropic carbon fiber layers in a wide range of changes was carried out.

Keywords: layer, plate, stress-strain state, differential equations, refined theory, transverse shear, pressure, deformation, 
normal.
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